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Pfirozena ¢isla: 1,2, 3,... N=/{1,
Prvocisla: 2, 3,5, 7, 11, 13, ...

Zakladni véta aritmetiky. Jestlize

PEpE - plr = g g

kdepi <po < - <pr, 1 < qag < -+

T7S7ai7ﬁi € N) pak

r=s, pDi=4d;, Q4

pro kazdé 1= 1,...,r.

2,3,...}

...q§37

< @s jsou prvocisla a

=5,



Poselstvi mimozemskym civilizacim (1679 = 73 x 23)



Eukleidova véta. Prvocisel je nekonecné mnoho.

D 4 k a z . Predpokladejme naopak, ze existuje jen konecné

mnoho prvocisel p; =2, po =3, ..., p, a polozme

m =pip2---pn + 1.

Protoze podil m/p; da vzdy zbytek 1, zadné p; nedéli m. Podle
Zakladni véty aritmetiky je tedy cislo m dalsi prvocislo, anebo je

m délitelné prvocislem rtznym od p1,ps,...,Pn, COZ je Spor.



Prvocisla jsou surovinou,

z niZ mdme postavit aritmetiku,
a Fukleidova véta je zdarukou,
Ze pro tento ukol mdme

dostatecne mnozstvi materialu.

G.H. HARDY

Obrana matematikova, 1999



V mnoziné prirozenych c¢isel mtizeme najit libovolné dlouhé

useky po sobé jdoucich slozenych cisel. Polozme
nl=1-2-3---n
Priklad. Pro libovolné n > 1 uvazujme kone¢nou posloupnost
n'+2 nl4+3,..., nl+n,

ktera obsahuje n — 1 po sobé jdoucich ¢isel. Vidime, zZe prvni c¢len
této posloupnosti je délitelny dvéma, druhy tremi atd. Konecné
posledni ¢len je délitelny n. Pro n = 1001 dostavame 1000 po

sobé nasledujicich slozenych cisel.



Greenova-Taova véta (2008). Pro kazdé k € N mnozina

prvocisel obsahuje aritmetickou posloupnost délky k.

Napr. aritmetickd posloupnost
5, 11, 17, 23, 29

délky 5 obsahuje pouze prvocisla. Jina aritmetickd posloupnost

prvocisel délky 10 je tato:
199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089
Jesté delsi posloupnost prvocisel je

(223092870n + 2236133941)1° .



“EN GETTE EGLISE FUT BAPTISE
LE 8 SEPTEMBRE 1588

MARIN MERSENNE

NE LE MEME JOUR AU BOURG D 0IZE
INITIATEUR. DE L ESPRIT SCIENTIFIQUE

23:09:88

Pameétni deska v Oizé pripomind, ze M. Mersenne byl duchovnim

otcem Akademie véd. Byla odhalena ke 400. vyroci jeho narozeni.



Mersenne studoval mj. ¢isla tvaru
M, =2P —1,

kde p je prvocislo, kterd se po ném nazyvaji Mersennova cisla.
Jestlize 2P — 1 je samo prvocislo, nazyva se Mersennovo prvocislo.

Cislo M, je prvoéislem, kdyZ

p=2,3,5,7, 13,17, 19, 31, 61, 89,...
30402457, 32582657, 37156667,43112609, . ..

243112609 —1 ~ 1012978188

Pozn. , zatimco pocet elementarnich

¢astic v pozorovatelné ¢asti vesmiru je ~ 1030,



10 20 30 40
Hodnoty log,(logy, M (n)) pron =1,2,3,..., kde M(1), M(2),

M(3), ... jsou po sobé jdouci Mersennova prvodisla.



Eukleides (4.-3. stol. pf.n.l.): Pravidelny n-uhelnik
Ize zkonstruovat pomoci pravitka a kruzitka, jestlize

n = 2'375"

kden >3 ai > 0 jsou celd ¢isla a j,k € {0,1}.

Pierre de Fermat (1601-1665): Pro m =0,1,2,... je
posloupnost F, = 22" +1 tvofena prvodisly. (Neprav-
divé tvrzeni.)

Leonhard Euler (1707-1783): F5 = 641 - 6700417.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855): Pravidelny n-thel-
nik Ize zkonstruovat pomoci pravitka a kruzitka pravé
tehdy, kdyz

n:2iFm1Fm2~-~ij,

kden 23,120,720 a Fn;, Fmy,..., Fm; jsou
vzajemné rizna Fermatova prvocisia.




Socha C.F. Gausse v jeho rodném Braunschweigu v Némecku.
Zlata sedmnécticipa hvézda je umisténa uprostied podstavce.



Sedmnaécticipa hvézda



Fermatova prvodéisla 3, 5, 17, ... a Sierpinského fraktal

Suda ¢isla v Pascalové trojuhelniku nahradme 0 a licha jednickou:

v

&!6, £ 4% &!6, £ A%

Prevedeme-li tadky zapsané ve dvojkové soustavé do desitkové
soustavy, dostaneme posloupnost 1, 3, 5, 15, 17, 51, 85, 255, 257, ...



Oznaéme H = {0,1,...,n — 1}. Pro a € H necht existuje
orientovana hrana do vrcholu b € H tak, Ze b = a® (mod n).

Véta. Graf prislusny n je binarni < n je Fermatovo prvocislo.
6 11 7 10 5 12 3 14




V roce 1819 se francouzska matematicka Sophie Germainova
proslavila ¢astecnym dikazem tzv. prvniho pripadu Velké Ferma-
tovy véty, tj. rovnice

aP 4 yP = 2P

nemé feSeni v prirozenych ¢islech pro prvociselny exponent p > 2
takovy, ze p nedéli soucin xyz. Dokézala, ze pokud p a 2p+1 jsou
soucasné prvocisla, pak prvni pripad Velké Fermatovy véty plati
pro exponent p.

Liché prvocislo p, pro néz 2p + 1 je také prvocislo, se proto
nazyva prvocislo Sophie Germainove.

Napf. 5, 11 a 23.



14

Orientované grafy odpovidajici n = 11 an = 23



Orientovany graf pron =2 234+ 1 =47



160

Orientovany graf pro n = 179



Existuje velké mnozstvi dalsich zajimavych t¥id prvocisel,

napr.:

prvocisla Cullenova, cyklicka, elitni, Eisensteinova, Eukleidova,
faktorialni, Fibonacciova, Gaussova, iregularni, jedine¢na, Lucasova,
multifaktorialni, palindromicka, permutacni, regularni, Thabitova,
Wieferichova, Wilsonova, Woodallova aj.

Studiem prvocisel se zabyva lidstvo jiz nékolik tisicileti. Ale
teprve ve 20. stoleti se dospélo k tomu, Ze prvocisla mohou mit
radu zajimavych technickych aplikaci.



Rodnéa cisla od roku 1986 délitelna prvocislem 11. Posledni
Ctyic¢isli je totiz voleno tak, aby celé deseticiferné rodné Cdislo
(odhlédneme-li od lomitka) bylo délitelné 11. Napft. rodné ¢islo

(1) 975811/0428

(odpovidajici narozeni dévéete dne 11. 8. 1997) je délitelné 11.

Pocitac totiz okamzité odhali chybu, jakmile se pii zadavani
rodného c¢isla zmylime v jedné jeho ciffe. Pak rozdil mezi spravnym
a Spatné zadanym rodnym ¢islem bude +¢-10", kde c € {1,2,...,9},
coz nikdy neni délitelné 11, ale miize byt délitelné slozenymi cisly
12,14,15,16,....

NapiSeme-li napt. omylem 975811/0728 misto ¢isla v (1), poci-
tac by pri deleni dvanacti chybu neodhalil, protoze obé ¢isla jsou
délitelna 12.



Podobné jako rodna ¢isla jsou chranény proti pripadné chybé

e ISBN kédy kniznich publikaci

e ISSN kdédy casopist

e ISMN koédy hudebnich nahravek

¢ ICO

e Cisla bankovnich ¢t

e kody platebnich karet

e kody telefonnich karet

e kédy v mobilnich telefonech atd. atd.



Carovy kéd byl poprvé patentovan v USA jiz v roce 1949.
Jeho masové pouziti je vSak spojeno az s obrovskym pokrokem
optoelektrotechniky. V supermarketech zvysSuje rychlost prodeje
az o 400 %.

JUDOINY sl

Jednorozmérné a dvourozmeérné carové kody

Nejvétsi dvojciferné prvocislo 97 se pouziva k zabezpeceni kédu
IBAN (International Bank Account Number).



Metoda RSA pro Sifrovani zprav pomoci velkych prvocisel

Zakladni rozdil mezi pojmy Sifrovani a kodovani spoc¢iva v tom,
ze prii Sifrovani se vyuziva néjaka tajnéd informace (kli¢), bez jejiz
znalosti prakticky nelze ziskat ze zaSifrované zpravy jeji obsah.
Naproti tomu kédovani je transformace jedné formy zapisu infor-
mace do jiné formy, ktera je z néjakého divodu pro danou situaci
vyhodnéjsi (napt. ASCII kédy, Morseova abeceda, geneticky kéd).

" =2° (mod n) (zasifrovand zprava),

kde e je Sifrovact exponent, x je prirozené ¢islo (utajovand zprava)
a n je soucin dvou velkych prvocisel, ktera nejsou verejné znama.

(z*)" = (z*)?  (mod n) (odsifrovana zprava).

kde desifrovaci exponent d neni vefejné znam. Véta: (z*)" = z.



Dalsi aplikace prvocisel

e digitalni podpis
e hasovaci funkce
e generatory pseudondhodnych cisel

e Fermatova transformace

algoritmy rychlého nasobeni

usporné kédovani aminokyselin

poselstvi mimozemskych civilizacim

navrh ozubenych kol

reSeni akustiky koncertnich salt

e rozpoznavani reci atd.
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I kdyz staii Citlané neprovadéli se symboly jin — jang zédné
aritmetické operace, nelze jim uprit prioritu ve znazornéni cisel
zapsanych ve dvojkové soustavé. Tento fenomenalni objev nasel
praktické uplatnéni az v dnesni dobé pocitaci, tj. témér o tii tisice
let pozdéji. Pocitace totiz zobrazuji a zpracovavaji veskerou in-
formaci pravé ve dvojkové soustavé. A tak i fungovani celosvétové
sité internet, e-mailu, faxu, scannerti, kopirek, digitalnich kamer,
kompaktnich diski CD a DVD ¢i mobilnich telefonti je vlastné
zaloZeno na principech jin (=0) a jang (=1).

Pfiroda ale v pribéhu evoluce objevila dvojkovou (nebo chcete-
li étytkovou) soustavu jiz pred vice nez tfemi miliardami let. Na,
dvojsroubovici DNA se nachazeji ¢tyfi druhy bazi: adenin A, cy-
tosin C, guanin G a thymin T. Nahradime-li je postupné dvojicemi
00, 01, 10 a 11, bude kazdému vlaknu DNA odpovidat posloupnost
nul a jednicek, ktera tak vlastné predstavuje genetickou informaci
zapsanou ve dvojkové soustave.



Sifrovani pomoci symetrického klice

Kryptografie se zabyva ochranou pfenosu a uchovani dat, prede-
v8im zajisténim jejich duvérnosti, integrity dat (tj. obsahové
neporusenosti), autenti¢nosti informaci a nepopiratelnosti jejich
puvodu apod.

Na mnoziné {0, 1} definujme operaci s¢itani & takto:

000=0 100=1, 0@1=1 1@&1=0.

100001110... tajna zprava,

000101101 ... sifrovaci Kklic,

100100011 ... prenasend zaSifrovana zprava,
000101101 ... desifrovaci klic,

100001110. .. odsifrovana zprava.



Co knizka Kouzlo ¢éisel jesté obsahuje?

e samoopravné kody

e jak teorie cisel souvisi s bicim strojem prazského orloje
e 0 jakou matematiku se opira tradi¢ni ¢insky kalendar
e Gaussiiv algoritmus vypoctu Velikonoc

e pokryti roviny pravidelnymi mnohotihelniky

e cukleidovskou konstrukci pravidelného sedmnéactitihelniku
e co jsou pseudoprvocisla

e jak spolu souvisi chaos, fraktaly a teorie ¢isel

e historické poznamky

e aplikace Fermatovy vanocni véty

e 160 dalsich vét z teorie ¢isel

e nékteré oteviené problémy z teorie cisel



Dirichletuv princip. Necht n € N. Je-li vice nez n piedmétu
rozdéleno do n skupin, pak v alespon jedné skupiné se nachazeji
alespon dva predmeéty.

Je znamo, ze zadny clovék nema vice nez n = 100 000 vlast a ze
Praha ma vice nez jeden milion obyvatel. Jeji obyvatele rozdélme
do skupin tak, ze do i-té skupiny dame vsechny obyvatele Prahy,
ktefi maji praveé ¢ vlasta, kde + = 0,1,...,n. Protoze Prazani je
vice nez pocet skupin, musi byt podle Dirichletova principu v ale-
spon jedné skupiné alespon dva obcané (ve skutecnosti mnohem
vice) se stejnym poctem vlast.



Logisticka rovnice

Ynt1 =Yo+c Yo =0

Mandelbrotova mnozina



Fibonacciho ¢isla: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...

-
) £

Mandelbrotova mnozina



